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ÓÄÊ 517.984

Ñàìîïîäîáíûå �óíêöèè â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] è çàäà÷à

Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûì èíäå�èíèòíûì

âåñîì

À. À. Âëàäèìèðîâ, È. À. Øåéïàê

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà ãðàíè÷íîé çàäà÷è

−y′′ − λρy = 0,

y(0) = y(1) = 0,

ãäå ρ åñòü �óíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà

◦

W−1

2
[0, 1], èìåþùàÿ àðè�ìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíóþ

ïåðâîîáðàçíóþ. Ïðè ýòîì òðåáîâàíèå çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè íà âåñ ρ íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ äàííûìè ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ.

1. Ââåäåíèå

�àññìîòðèì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó

−y′′ − λρy = 0,(1.1)

y(0) = y(1) = 0.(1.2)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè âåñ ρ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C[0, 1] è ïîëîæèòåëåí,

òî ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (1.1), (1.2) ýêâèâàëåíòíà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ íåêîòîðîãî

íåîãðàíè÷åííîãî ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2([0, 1]; ρ).
Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî åñëè âåñ ρ ∈ C[0, 1] íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåë¼ííûì,

òî çàäà÷à (1.1), (1.2) ýêâèâàëåíòíà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî

ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå Êðåéíà (ñì. [1℄).

Ñèòóàöèÿ, êîãäà âåñ ρ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿðíóþ îáîáù¼ííóþ �óíêöèþ, èçó÷åíà

ñóùåñòâåííî õóæå. Áîëåå òîãî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ òàêîé çàäà÷è íåò äàæå êàíîíè÷åñêîé

îïåðàòîðíîé ìîäåëè. Â èçâåñòíûõ àâòîðàì ðàáîòàõ ïî óêàçàííîé ïðîáëåìàòèêå [2℄ è [3℄

ïðåäëîæåíû äâå ðàçëè÷íûå (õîòÿ è îêàçûâàþùèåñÿ ýêâèâàëåíòíûìè) èíòåðïðåòàöèè

çàäà÷è (1.1), (1.2) ñ ñèíãóëÿðíûì âåñîì ρ, ïðèòîì òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ρ
íåîòðèöàòåëåí (òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåðó). Ñëó÷àé, êîãäà âåñîâàÿ �óíêöèÿ íå

ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåë¼ííîé, âèäèìî, íå èññëåäîâàëñÿ âîâñå.

Ìåæäó òåì, ðàçðàáàòûâàåìàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ Øòóðìà�

Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè (ñì., íàïðèìåð, [4℄) ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ñâÿçûâàòü ñ çàäà÷åé (1.1), (1.2) ëèíåéíûé ïó÷îê îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â

òîì âåñüìà îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ρ åñòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà

◦

W−1
2 [0, 1]

(ïîäðîáíîñòè ñì. â ïàðàãðà�å 4). Òàêîé ïó÷îê ìîæåò áûòü ïîñòðîåí äàæå òîãäà,

êîãäà âìåñòî −y′′ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.1) ñòîèò ïðîèçâîëüíîå ïîëóîãðàíè÷åííîå

äè��åðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà (õîòÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû è

îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì âûðàæåíèÿ −y′′). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðà òàêîãî ïó÷êà

�àáîòà ïîääåðæàíà �ÔÔÈ, ãðàíò �04-01-00712, è �îíäîì ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë,

ãðàíò ÍØ-1927.2003.1.
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îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïðèâëå÷åíèå âàðèàöèîííîé òåõíèêè èç ðàáîòû [5℄ (ñì. äàëåå

òåîðåìó 4.1). Ïîýòîìó ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé ðàññìîòðåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2) ñ

âåñîâîé �óíêöèåé ρ ∈
◦

W−1
2 [0, 1] íà ñàìîì äåëå íå ïðåäñòàâëÿåò.

�îðàçäî ñåðü¼çíåå îêàçûâàþòñÿ òðóäíîñòè òåõíè÷åñêèå. Â îòëè÷èå îò ðåãóëÿðíîãî

ñëó÷àÿ ρ ∈ C[0, 1], â îáùåì ñëó÷àå ρ ∈
◦

W−1
2 [0, 1] äàæå ïîðÿäîê àñèìïòîòèêè

ñïåêòðà çàäà÷è (1.1), (1.2) çàâèñèò îò âûáîðà âåñîâîé �óíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [3℄).

Ïîýòîìó äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òàêèõ àñèìïòîòèê íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü äîïîëíèòåëüíóþ

èí�îðìàöèþ î ñòðóêòóðå âåñîâîé �óíêöèè ρ. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ρ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáîáù¼ííóþ ïðîèçâîäíóþ ñàìîïîäîáíîé êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìîé �óíêöèè �

ïîðÿäîê àñèìïòîòèêè áóäåò òîãäà îïðåäåëÿòüñÿ ïàðàìåòðàìè ñàìîïîäîáèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ñòàòüè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèÿ

óòâåðæäåíèé èç ðàáîòû [3℄ íà áîëåå øèðîêèé êëàññ âåñîâûõ �óíêöèé.

Â ðàáîòå [3℄ äëÿ âûâîäà ñïåêòðàëüíûõ àñèìïòîòèê áûëà èñïîëüçîâàíà òåîðèÿ

âîññòàíîâëåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå áóäåò ïðèìåíåíà ýòà æå òåõíèêà â å¼ íåñêîëüêî

ðàñøèðåííîì âàðèàíòå (ïðè èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ èíäå�èíèòíûõ çàäà÷ âìåñòî

îáû÷íîãî óðàâíåíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ âîçíèêàåò åãî ½äâóìåðíûé“ àíàëîã).

Çàñëóæèâàåò óïîìèíàíèÿ ñëåäóþùåå îòëè÷èå èíäå�èíèòíîãî ñëó÷àÿ îò äå�èíèòíîãî.

Äëÿ çàäà÷è ñî çíàêîîïðåäåë¼ííûì âåñîì èçâåñòíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

(1.3)

1

λn
= O

(

1

n2

)

ïðè n → ∞

(ñì. [2, (11.7)℄, [3, (3)℄). Èçâåñòåí òàêæå ðÿä ðåçóëüòàòîâ (ñì. ññûëêè â [3℄), óòî÷íÿþùèõ ýòó

îöåíêó â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ ó îáîáù¼ííîé ïåðâîîáðàçíîé âåñà ρ íåíóëåâîé àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé ñîñòàâëÿþùåé. Äëÿ èíäå�èíèòíîãî ñëó÷àÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìàòèêà

òåðÿåò ñìûñë, òàê êàê îöåíêà (1.3) îïðîâåðãàåòñÿ íà ïðèìåðàõ. Äåéñòâèòåëüíî, îöåíêà (1.3)

èìååò ìåñòî äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ âåñîâûõ �óíêöèé, ó êîòîðûõ ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê

îáîáù¼ííîé ïåðâîîáðàçíîé (ñì. ïàðàãðà� 3) íå ïðåâîñõîäèò 1. Îäíàêî äëÿ ïðîèçâîëüíîé

(íåìîíîòîííîé) ñàìîïîäîáíîé �óíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà L2[0, 1] ñïåêòðàëüíûì ïîðÿäêîì

ìîæåò áûòü ëþáîå ÷èñëî, ìåíüøåå ÷åì 2 (ñì. ëåììó 3.2 è óòâåðæäåíèå 5.1).

Ñòðóêòóðà ñòàòüè òàêîâà. Â ïàðàãðà�å 2 äà¼òñÿ äîêàçàòåëüñòâî îäíîãî ÷àñòíîãî

ñëó÷àÿ òåîðåìû âîññòàíîâëåíèÿ è å¼ äâóìåðíîãî àíàëîãà. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ

ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà èç ðàáîòû [6℄. Â ïàðàãðà�å 3 î÷åð÷èâàþòñÿ êîíòóðû òåîðèè

ñàìîïîäîáíûõ �óíêöèé â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]. Â ïàðàãðà�å 4 èññëåäóþòñÿ ñïåêòðàëüíûå

ñâîéñòâà îòâå÷àþùåãî çàäà÷å (1.1), (1.2) îïåðàòîðíîãî ïó÷êà. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

âåñîâàÿ �óíêöèÿ ρ îêàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé àðè�ìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíîé

�óíêöèè ïîëîæèòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà, âûïèñûâàþòñÿ àñèìïòîòèêè ñïåêòðà

(ñëó÷àé íåàðè�ìåòè÷åñêîãî ñàìîïîäîáèÿ áóäåò ðàçîáðàí â ñëåäóþùåé ñòàòüå). Íàêîíåö,

â ïàðàãðà�å 5 ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðàõ, â òîì ÷èñëå

ïðèâîäÿòñÿ äàííûå ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ.

2. Òåîðåìû âîññòàíîâëåíèÿ

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ℓ1,r, ãäå r ∈ R+
, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ

ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè θ = {θk}∞k=0, îãðàíè÷åííûå ïî íîðìå

‖θ‖ℓ1,r =
∞
∑

k=0

rk |θk|.
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Ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó θ ∈ ℓ1,r ìîæíî ñîïîñòàâèòü îïðåäåë¼ííóþ íà êðóãå {w |w| < r}
àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ Θ âèäà

Θ(w) =

∞
∑

k=0

θkw
k.

Â äàëüíåéøåì Θ áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé âåêòîðà θ.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü �èêñèðîâàíû ïðîèçâîëüíûå r < 1 è R > 1. Ïóñòü òàêæå íàáîð

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë {uk}Nk=1 òàêîâ, ÷òî

N
∑

k=1

uk = 1,

ïðè÷¼ì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íîìåðîâ k, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

uk > 0, ðàâåí 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ ℓ1,R ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ðåøåíèå z ∈ ℓ1,r
ñèñòåìû

∀n ∈ {0, 1, 2, . . .} zn = xn +

min(N,n)
∑

k=1

ukzn−k.

Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû âåêòîðà z óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå

∀n ∈ {0, 1, 2, . . .}
∣

∣

∣
zn −

ω

J

∣

∣

∣
6 ‖x‖ℓ1,R · Cn,

ãäå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ck}∞k=0 íå çàâèñèò îò âûáîðà x, à âåëè÷èíû
ω è J îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

ω =

∞
∑

k=0

xk

è

J =

N
∑

k=1

kuk.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.1 äîñòàòî÷íî âîñïðîèçâåñòè, ñ íåçíà÷èòåëüíûìè

èçìåíåíèÿìè, ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû [6, Lemma A.1℄.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü �èêñèðîâàíû ïðîèçâîëüíûå r < 1 è R > 1. Ïóñòü íàáîðû

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë {uk}Nk=1 è {vk}Nk=1 òàêîâû, ÷òî

N
∑

k=1

(uk + vk) = 1,

N
∑

k=1

vk > 0,

ïðè÷¼ì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íîìåðîâ k, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

uk + vk > 0, ðàâåí 1. Ïóñòü òàêæå íàéä¼òñÿ ëèáî íå÷¼òíîå k 6 N ñî ñâîéñòâîì uk > 0,
ëèáî ÷¼òíîå k 6 N ñî ñâîéñòâîì vk > 0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ xj ∈ ℓ1,R, ãäå j = 1, 2,
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ïàðà zj ∈ ℓ1,r ðåøåíèé ñèñòåìû

∀n ∈ {0, 1, 2, . . .} zj,n = xj,n +

min(N,n)
∑

k=1

(ukzj,n−k + vkz3−j,n−k), j = 1, 2.
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Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ zj, ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå

(2.1) ∀n ∈ {0, 1, 2, . . .}
∣

∣

∣
zj,n −

ω

J

∣

∣

∣
6 (‖x1‖ℓ1,R + ‖x2‖ℓ1,R) · Cn, j = 1, 2,

ãäå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ck}∞k=0 íå çàâèñèò îò âûáîðà xj, à âåëè÷èíû

ω è J îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

ω =
1

2

∞
∑

k=0

(x1,k + x2,k)(2.2)

è

J =

N
∑

k=1

k(uk + vk).(2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U è V ìíîãî÷ëåíû

U(w) =
N
∑

k=1

ukw
k,

V (w) =

N
∑

k=1

vkw
k.

Èç óñëîâèé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí 1 − U − V èìååò â êðóãå {w | |w| 6 1}
åäèíñòâåííûé, ïðè÷¼ì ïðîñòîé, íóëü w = 1. Òåì ñàìûì ðàññìàòðèâàåìûé ìíîãî÷ëåí

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå (1− w) ·Q(w), ãäå Q åñòü ìíîãî÷ëåí âèäà

Q(w) =

N−1
∑

n=0

(

N
∑

k=n+1

(uk + vk)

)

wn.

Â ñâîþ î÷åðåäü, Q ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå (1−w) ·P (w)+J , ãäå P åñòü íåêîòîðûé

ìíîãî÷ëåí, à ïîñòîÿííàÿ J = Q(1) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (2.3).

Èç óñëîâèé ëåììû âûòåêàåò òàêæå, ÷òî ïðè ëþáîì w, óäîâëåòâîðÿþùåì íåðàâåíñòâó

|w| 6 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|U(w)− V (w)| < 1.

Îáúåäèíÿÿ ýòîò �àêò ñî ñêàçàííûì ðàíåå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì R̂ ∈ (1, R) êðóã

{w | |w| < R̂} ñâîáîäåí îò íóëåé ìíîãî÷ëåíîâ Q è 1− U + V .
Øàã 2. Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè Xj è Zj, ãäå j = 1, 2, âåêòîðîâ xj è zj äîëæíû

ïîä÷èíÿòüñÿ ðàâåíñòâàì

Zj = Xj + UZj + V Z3−j , j = 1, 2,

èç êîòîðûõ íåìåäëåííî âûòåêàþò ðàâåíñòâà

(2.4) Zj =
X1 +X2

2(1− U − V )
+

Xj −X3−j

2(1− U + V )
, j = 1, 2.

Ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà äîêàçûâàþò �àêò ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïàðû ðåøåíèé

zj , ãäå j = 1, 2.
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Äàëåå, ðàâåíñòâà (2.4) îçíà÷àþò, ÷òî ïðè ëþáîì w èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé

Zj ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Zj(w) =
X1(1) +X2(1)

2J(1− w)
+

[

(X1(w)−X1(1)) + (X2(w)−X2(1))

2J(1− w)
−

−P (w) · (X1(w) +X2(w))

2JQ(w)
+

Xj(w)−X3−j(w)

2(1− U(w) + V (w))

]

.

Ñëàãàåìîå èç ïðàâîé ÷àñòè, çàêëþ÷¼ííîå â êâàäðàòíûå ñêîáêè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ â êðóãå {w |w| < R̂}. Ïðèìåíÿÿ ê ýòîé �óíêöèè íåðàâåíñòâà

Êîøè, óáåæäàåìñÿ, ÷òî å¼ êîý��èöèåíòû Ìàêëîðåíà ck, ãäå k = 0, 1, 2, . . ., óäîâëåòâîðÿþò
îöåíêå

∀k ∈ {0, 1, 2, . . .} |ck| 6 Ck(‖x1‖ℓ1,R + ‖x2‖ℓ1,R),
ãäå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ck}∞k=0 íå çàâèñèò îò âûáîðà xj . Ïîñêîëüêó

êîý��èöèåíòû Ìàêëîðåíà �óíêöèè

X1(1) +X2(1)

2J(1− w)

òîæäåñòâåííî ðàâíû ω/J , ãäå ïîñòîÿííàÿ ω îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (2.2), òî òåì ñàìûì

íåðàâåíñòâà (2.1) ñïðàâåäëèâû. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììû 2.1 è 2.2 ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû âîññòàíîâëåíèÿ ñ îöåíêîé

îñòàòêà.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü �èêñèðîâàíî ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî

τ . Ïóñòü òàêæå íàáîð íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë {uk}Nk=1 òàêîâ, ÷òî

N
∑

k=1

uk = 1,

ïðè÷¼ì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íîìåðîâ k, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

uk > 0, ðàâåí 1. Íàêîíåö, ïóñòü íåïðåðûâíàÿ íà R �óíêöèÿ X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∀t ∈ R
+ |X(t)| 6 Π e−τt,

∀t ∈ R
− X(t) = 0,

ãäå Π > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà íåïðåðûâíàÿ íà R �óíêöèÿ Z,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì

∀t ∈ R
+ Z(t) = X(t) +

N
∑

k=1

uk Z(t− k),

∀t ∈ R
− Z(t) = 0.

Ïðè ýòîì äëÿ �óíêöèè Z ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∀t ∈ R
+ |Z(t)− s(t)| 6 Π · C(t),

ãäå èñ÷åçàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèÿ C íå çàâèñèò îò âûáîðà �óíêöèè X, à

íåïðåðûâíàÿ 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ s èìååò âèä

∀t ∈ R s(t) =
1

J

+∞
∑

k=−∞

X(t− k).
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×åðåç J çäåñü îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà

J =

N
∑

k=1

k uk.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü �èêñèðîâàíî ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî

τ . Ïóñòü íàáîðû íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë {uk}Nk=1 è {vk}Nk=1 òàêîâû, ÷òî

N
∑

k=1

(uk + vk) = 1,

N
∑

k=1

vk > 0,

ïðè÷¼ì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íîìåðîâ k, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

uk + vk > 0, ðàâåí 1. Ïóñòü òàêæå íàéä¼òñÿ ëèáî íå÷¼òíîå k 6 N ñî ñâîéñòâîì uk > 0,
ëèáî ÷¼òíîå k 6 N ñî ñâîéñòâîì vk > 0. Íàêîíåö, ïóñòü íåïðåðûâíûå íà R �óíêöèè Xj,

ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

∀t ∈ R
+ |Xj(t)| 6 Πj e

−τt,

∀t ∈ R
− Xj(t) = 0.

Çäåñü Πj, ãäå j = 1, 2, � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ïàðà

íåïðåðûâíûõ íà R �óíêöèé Zj, ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì

∀t ∈ R
+ Zj(t) = Xj(t) +

N
∑

k=1

(uk Zj(t− k) + vk Z3−j(t− k)),

∀t ∈ R
− Zj(t) = 0.

Ïðè ýòîì äëÿ �óíêöèé Zj, ãäå j = 1, 2, ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∀t ∈ R
+ |Zj(t)− s(t)| 6 (Π1 +Π2) · C(t),

ãäå èñ÷åçàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèÿ C íå çàâèñèò îò âûáîðà �óíêöèé Xj, ãäå

j = 1, 2, à íåïðåðûâíàÿ 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ s èìååò âèä

∀t ∈ R s(t) =
1

2J

+∞
∑

k=−∞

(X1(t− k) +X2(t− k)) .

×åðåç J çäåñü îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà

J =
N
∑

k=1

k (uk + vk).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå R ∈ (1, eτ ). Òîãäà ïðè

ëþáîì t ∈ [0, 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xj(t) = {xj,k(t)}∞k=0, ãäå j = 1, 2, âèäà

∀k ∈ {0, 1, 2, . . .} xj,k(t) = Xj(t+ k), j = 1, 2,

ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó ℓ1,R. Ïðè ýòîì ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, 1) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖xj(t)‖ℓ1,R 6
Πj

1− Re−τ
, j = 1, 2.

Ïóñòü òåïåðü {Ck}∞k=0 �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ëåììû 2.2. Çà�èêñèðóåì èñ÷åçàþùóþ

íà áåñêîíå÷íîñòè íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ C, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

∀t ∈ R
+ C(t) >

C[t]

1−Re−τ
,
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ãäå ÷åðåç [t] îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà t. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû òåïåðü ëåãêî

ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ëåììû 2.2 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì zj(t) = {zj,k(t)}∞k=0,

ãäå j = 1, 2, âèäà

∀k ∈ {0, 1, 2, . . .} zj,k(t) = Zj(t + k),

ãäå t ∈ [0, 1). �

Òåîðåìà 2.1 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.2 ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî âìåñòî ëåììû 2.2

èñïîëüçóåòñÿ ëåììà 2.1.

3. Ñàìîïîäîáíûå �óíêöèè â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]

3.1. Îïåðàòîðû ïîäîáèÿ â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]. Ïóñòü �èêñèðîâàíî íàòóðàëüíîå
÷èñëî n > 1, è ïóñòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà ak > 0, dk è βk, ãäå k = 1, . . . , n, òàêîâû, ÷òî

n
∑

k=1

ak = 1.

Äàííîìó íàáîðó ÷èñåë ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåïðåðûâíûé íåëèíåéíûé

îïåðàòîð G : L2[0, 1] → L2[0, 1] âèäà

(3.1) G(f) =
n
∑

k=1

{

βk · χ(αk ,αk+1) + dk ·Gk(f)
}

,

ãäå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

(1) ÷åðåç αk, ãäå k = 1, 2, . . . , n + 1, îáîçíà÷åíû ÷èñëà α1 = 0 è αk =
∑k−1

l=1 al, ãäå
k = 2, . . . , n+ 1;

(2) ÷åðåç χΓ, ãäå Γ�èíòåðâàë, îáîçíà÷åíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ èíòåðâàëà

Γ, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L2[0, 1];
(3) ÷åðåç Gk, ãäå k = 1, . . . , n, îáîçíà÷åíû íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû

â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1], äåéñòâóþùèå íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ χ(ζ,ξ)

ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà (ζ, ξ) ⊂ [0, 1] ñîãëàñíî ïðàâèëó

(3.2) Gk(χ(ζ,ξ)) = χ(αk+akζ,αk+akξ), k = 1, . . . , n.

Ýòî ïðàâèëî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, îïðåäåëÿåò îïåðàòîðû Gk îäíîçíà÷íî.

Îïåðàòîðû G âèäà (3.1) áóäóò íàçûâàòüñÿ îïåðàòîðàìè ïîäîáèÿ.

Ëåììà 3.1. Îïåðàòîð ïîäîáèÿ G ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(3.3)

n
∑

k=1

ak |dk|2 < 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé ëåììû ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ïðè

ëþáûõ f1, f2 ∈ L2[0, 1] ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

‖G(f1)−G(f2)‖2L2[0,1] =

1
∫

0

|G(f1)−G(f2)|2 dx =

=

n
∑

k=1



|dk|2
αk+1
∫

αk

|Gk(f1)−Gk(f2)|2 dx



 =

(

n
∑

k=1

ak |dk|2
) 1
∫

0

|f1 − f2|2 dx =

=

(

n
∑

k=1

ak |dk|2
)

‖f1 − f2‖2L2[0,1]
.

�

Èç ëåììû 3.1 è ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé íåìåäëåííî âûòåêàåò

ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (3.3), òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà

�óíêöèÿ f ∈ L2[0, 1], óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ G(f) = f .

Â äàëüíåéøåì âñåãäà áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.3) âûïîëíåíî.

3.2. Ñàìîïîäîáíûå �óíêöèè è èõ òèïû. Åñëè �óíêöèÿ f ∈ L2[0, 1] óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ G(f) = f , ãäå G�íåêîòîðûé îïåðàòîð ïîäîáèÿ, òî òàêàÿ �óíêöèÿ áóäåò

íàçûâàòüñÿ ñàìîïîäîáíîé. Ïðè ýòîì âåëè÷èíû n, ak, dk è βk, ãäå k = 1, 2, . . . , n,
îïðåäåëÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð ïîäîáèÿ G, áóäóò íàçûâàòüñÿ ïàðàìåòðàìè

ñàìîïîäîáèÿ �óíêöèè f .

Çàìå÷àíèå 3.1. �àçëè÷íûå îïåðàòîðû ïîäîáèÿ ìîãóò îïðåäåëÿòü îäíó è òó æå

ñàìîïîäîáíóþ �óíêöèþ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè �óíêöèþ f âèäà f(x) = x,
îáëàäàþùóþ, â ÷àñòíîñòè, ïàðàìåòðàìè ñàìîïîäîáèÿ

(1) n = 2, a1 = a2 = d1 = d2 = 1/2, β1 = 0, β2 = 1/2;
(2) n = 2, a1 = d1 = (3−

√
5)/2, a2 = d2 = (

√
5− 1)/2, β1 = 0, β2 = (3−

√
5)/2;

(3) n = 2, a1 = d1 = 1/3, a2 = d2 = 2/3, β1 = 0, β2 = 1/3.

Ôóíêöèÿ f ∈ L2[0, 1], äëÿ êîòîðîé íàéäóòñÿ òàêèå ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ, ÷òî ïðè

íåêîòîðîì ν > 0 áóäåò ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

∀k ∈ {1, . . . , n} ∃lk ∈ N (ak |dk|) · (ak |dk| − e−lk ν) = 0,(3.4)

áóäåò íàçûâàòüñÿ àðè�ìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíîé �óíêöèåé. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ

ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ ÷èñëî ν̂ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñðåäè ÷èñåë ν ñî ñâîéñòâîì (3.4),

òî òàêîå ÷èñëî ν̂ áóäåò íàçûâàòüñÿ øàãîì ñàìîïîäîáèÿ �óíêöèè f .
Ôóíêöèÿ f ∈ L2[0, 1], äëÿ êîòîðîé íàéäóòñÿ òàêèå ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ, ÷òî

ïðè ëþáîì ν > 0 óñëîâèå (3.4) áóäåò íàðóøåíî, áóäåò íàçûâàòüñÿ íåàðè�ìåòè÷åñêè

ñàìîïîäîáíîé �óíêöèåé.

Çàìå÷àíèå 3.2. Îäíà è òà æå �óíêöèÿ ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå øàãè ñàìîïîäîáèÿ,

è äàæå ìîæåò áûòü àðè�ìåòè÷åñêè è íåàðè�ìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíîé îäíîâðåìåííî.

Íàïðèìåð, óïîìèíàâøèåñÿ â çàìå÷àíèè 3.1 íàáîðû ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ äëÿ �óíêöèè

f âèäà f(x) = x ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà �óíêöèÿ:
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(1) àðè�ìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíà ñ øàãîì ln 4;
(2) àðè�ìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíà ñ øàãîì ln 2− ln(3−

√
5);

(3) íåàðè�ìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíà.

3.3. Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê. Îñîáîå ìåñòî ñðåäè ñàìîïîäîáíûõ �óíêöèé

çàíèìàþò �óíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ ñî ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

(1) ñðåäè ÷èñåë dk, ãäå k = 1, . . . , n, íå ìåíåå äâóõ îòëè÷íû îò íóëÿ;

(2) ñðåäè ÷èñåë βk, ãäå k = 1, . . . , n, ïî ìåíüøåé ìåðå îäíî îòëè÷íî îò íóëÿ.

Òàêèå ñàìîïîäîáíûå �óíêöèè áóäóò íàçûâàòüñÿ ñàìîïîäîáíûìè �óíêöèÿìè

ïîëîæèòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü f � ñàìîïîäîáíàÿ �óíêöèÿ, è ïóñòü n, ak è dk, ãäå k = 1, . . . , n, �
å¼ ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ. Ïóñòü ïðè ýòîì ñðåäè ÷èñåë dk íå ìåíåå äâóõ îòëè÷íû îò

íóëÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå D óðàâíåíèÿ

(3.5)

n
∑

k=1

(ak |dk|)D/2 = 1.

Ïðè ýòîì D < 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì îïðåäåë¼ííóþ íà (0,+∞) �óíêöèþ Υ âèäà

∀x ∈ (0,+∞) Υ(x) =
n
∑

k=1

(ak |dk|)x .

Èç ëåãêî ïîëó÷àåìûõ íà îñíîâå íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ñîîòíîøåíèé

(3.6)

n
∑

k=1

ak |dk| 6
(

n
∑

k=1

ak |dk|2
)1/2

·
(

n
∑

k=1

ak · 12
)1/2

=

(

n
∑

k=1

ak |dk|2
)1/2

< 1

ñëåäóåò, ÷òî ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî x > 1 ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî Υ(x) < 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðè x ≈ 0
çíà÷åíèÿ Υ(x) ïðåâîñõîäÿò 1. Òåì ñàìûì âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñïðàâåäëèâû. �

Ïðè ïîìîùè ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ òåì, ÷òî áóäóò íèæå ïðîäåëàíû ïðè

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.2, ìîæíî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü f ∈ L2[0, 1]� ñàìîïîäîáíàÿ �óíêöèÿ ïîëîæèòåëüíîãî

ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà. Òîãäà ðåøåíèå D óðàâíåíèÿ (3.5) íå çàâèñèò îò âûáîðà

ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ.

�åøåíèå D óðàâíåíèÿ (3.5), îòâå÷àþùåãî ñàìîïîäîáíîé �óíêöèè ïîëîæèòåëüíîãî

ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà, áóäåò íàçûâàòüñÿ ñïåêòðàëüíûì ïîðÿäêîì ýòîé �óíêöèè.

Ñïåêòðàëüíûì ïîðÿäêîì ñàìîïîäîáíîé �óíêöèè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ñàìîïîäîáíîé �óíêöèåé

ïîëîæèòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà, áóäåò ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàòüñÿ ÷èñëî 0.

4. Îïåðàòîðíûé ïó÷îê è åãî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà

4.1. Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðíîé ìîäåëè. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç H áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ

ïðîñòðàíñòâî

◦

W 1
2[0, 1], ñíàáæ¼ííîå íîðìîé

∀y ∈
◦

W 1
2[0, 1] ‖y‖H = ‖y′‖L2[0,1].
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×åðåç H′ =
◦

W−1
2 [0, 1] â äàëüíåéøåì áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïðîñòðàíñòâî, äóàëüíîå ê H

îòíîñèòåëüíî L2[0, 1], òî åñòü ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà L2[0, 1] ïî íîðìå

∀y ∈ L2[0, 1] ‖y‖H′ = sup
‖z‖H=1

|〈y, z〉L2[0,1]|.

×åðåç I[y, z], ãäå y ∈ H′
è z ∈ H, áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïîëóòîðàëèíåéíàÿ �îðìà,

ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîäîëæåíèåì ïî íåïðåðûâíîñòè �îðìû

∀y ∈ L2[0, 1] ∀z ∈ H I[y, z] =

1
∫

0

yz dx.

Êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ëþáîé �óíêöèè P ∈ L2[0, 1] ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííóþ �óíêöèþ ρ ∈ H′

ñî ñâîéñòâîì

∀y ∈ H I[ρ, y] = −
1
∫

0

Py′ dx.

Òàêàÿ �óíêöèÿ ρ áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðîèçâîäíîé îò �óíêöèè P . Ëåãêî ïðîñëåäèòü ñâÿçü

ââåä¼ííîãî îïðåäåëåíèÿ ñ èçâåñòíûì â òåîðèè îáîáù¼ííûõ �óíêöèé ïîíÿòèåì îáîáù¼ííîé

ïðîèçâîäíîé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìóëüòèïëèêàòîðíîé òðàêòîâêîé çàäà÷ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ

ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè (ñì., íàïðèìåð, [4℄), âûáåðåì â êà÷åñòâå îïåðàòîðíîé ìîäåëè

äëÿ çàäà÷è (1.1), (1.2) ëèíåéíûé ïó÷îê Tρ : H → H′
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ,

óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó

∀λ ∈ C ∀y, z ∈ H I[Tρ(λ)y, z] =

1
∫

0

y′z′ dx− λ · I[ρ, yz],

Â ñëó÷àå, êîãäà âåñ ρ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè P ∈ L2[0, 1], ïîñëåäíåå
òîæäåñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∀λ ∈ C ∀y, z ∈ H I[Tρ(λ)y, z] =

1
∫

0

{

y′z′ + λP · (y′z + yz′)
}

dx.(4.1)

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ρ ∈ C[0, 1] óðàâíåíèå Tρ(λ)y = 0
ýêâèâàëåíòíî çàäà÷å (1.1), (1.2), ïîíèìàåìîé îáû÷íûì îáðàçîì. Î÷åâèäíà òàêæå

ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà

(4.2) ∀y ∈ H I[Tρ(0)y, y] = ‖y‖2H.
Ïðåæäå ÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ïóíêòà, ââåä¼ì

ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

• Èíäåêñîì èíåðöèè indS îïåðàòîðà S : H → H′
áóäåò íàçûâàòüñÿ ìàêñèìóì

ðàçìåðíîñòåé ïîäïðîñòðàíñòâ M ⊂ H, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∃ε > 0 ∀y ∈ M I[Sy, y] 6 −ε‖y‖2H.
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• Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ∈ C ëèíåéíîãî ïó÷êà S : H → H′
âèäà S(λ) = A − λB

áóäåò íàçûâàòüñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ïîëîæèòåëüíîãî (îòðèöàòåëüíîãî)

òèïà, åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∃ε > 0 ∀y ∈ ker S(λ) I[By, y] > ε‖y‖2H
(ñîîòâåòñòâåííî,

∃ε > 0 ∀y ∈ kerS(λ) I[By, y] 6 −ε‖y‖2H
)

.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ïóíêòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 4.1. Ñïåêòð ïó÷êà Tρ ÷èñòî äèñêðåòåí, è âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.

Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà Tρ, ðàñïîëîæåííûå ïðàâåå íóëÿ, èìåþò

ïîëîæèòåëüíûé òèï, à âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà Tρ, ðàñïîëîæåííûå ëåâåå

íóëÿ, èìåþò îòðèöàòåëüíûé òèï. Äëÿ ëþáîãî λ > 0 ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ïó÷êà Tρ, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (0, λ), ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì èíåðöèè ind Tρ(λ)
îïåðàòîðà Tρ(λ). Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî λ < 0 ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà Tρ,

ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (λ, 0), ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì èíåðöèè indTρ(λ) îïåðàòîðà

Tρ(λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîäíàÿ T ′
ρ ïó÷êà Tρ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïàêòíûé

îïåðàòîð. Ïîýòîìó ê ïó÷êó Tρ ìîãóò áûòü ïðèëîæåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [5℄.

Òîæäåñòâî (4.2) îçíà÷àåò, ÷òî ïó÷îê Tρ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî äå�èíèçèðóåìûì

(ñì. òåîðåìó [5, Theorem 1℄). Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âûòåêàþò ïîòîìó èç óòâåðæäåíèÿ [5,

Proposition 6℄, òåîðåìû [5, Theorem 1℄, òîæäåñòâà (4.2) è ïðîñòîãî ñâîéñòâà

∀λ ∈ C dim ker Tρ(λ) 6 1.

�

Òåîðåìà 4.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî çíàíèå àñèìïòîòèêè ïðè λ → ±∞ äëÿ èíäåêñà èíåðöèè

îïåðàòîðîâ Tρ(λ) ýêâèâàëåíòíî çíàíèþ àñèìïòîòèêè ïðè λ → ±∞ äëÿ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé ïó÷êà Tρ. Ïîýòîìó ïîëó÷àåìûå íèæå óòâåðæäåíèÿ î ïîâåäåíèè âåëè÷èíû

indTρ(λ) ëåãêî ìîãóò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíû â óòâåðæäåíèÿ î ñïåêòðå ïó÷êà Tρ.

4.2. Àñèìïòîòèêè ñïåêòðà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü P ∈ L2[0, 1]� àðè�ìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíàÿ �óíêöèÿ ñ øàãîì ν,
èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê D. Ïóñòü ïðè ýòîì íàéä¼òñÿ íîìåð

k 6 n, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî dk > 0, è îòíîøåíèå

(4.3)

ln(ak |dk|)
ν

íå÷¼òíî.

• Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî dk < 0, è îòíîøåíèå (4.3) ÷¼òíî.

Òîãäà äëÿ ïó÷êà (4.1) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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(1) Ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå íåîòðèöàòåëüíûå 1-ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè

s±, ÷òî ïðè λ → ±∞ ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ

(4.4) indTρ(λ) = |λ|D/2

(

s±

(

ln |λ|
ν

)

+ o(1)

)

.

(2) Åñëè ïðè íåêîòîðîì k ∈ {1, . . . , n} èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî dk < 0, òî

ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(4.5) ∀t ∈ R s+(t) = s−(t).

(3) Åñëè äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè y ∈ H èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî I[ρ, |y|2] > 0,
òî �óíêöèÿ s+ ïîëîæèòåëüíà. Àíàëîãè÷íî, åñëè äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè y ∈ H
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî I[ρ, |y|2] < 0, òî �óíêöèÿ s− ïîëîæèòåëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2 áóäåò îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü �óíêöèÿ P ∈ L2[0, 1] ñàìîïîäîáíà, è ïóñòü n, ak è dk,
ãäå k = 1, 2, . . . , n, � å¼ ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ. Òîãäà äëÿ ïó÷êà (4.1) ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà

(4.6) ∀λ ∈ R 0 6 indTρ(λ)−
n
∑

k=1

indTρ(akdk · λ) 6 n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå λ ∈ R.

Øàã 1. Ïóñòü Mk, ãäå k = 1, 2, . . . , n� ïðîèçâîëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â H,

óäîâëåòâîðÿþùèå ïðè íåêîòîðîì ε > 0 óñëîâèÿì

∀y ∈ Mk I[Tρ(akdk · λ)y, y] 6 −ε‖y‖2H, k = 1, 2, . . . , n.

�àññìîòðèì â H ïîäïðîñòðàíñòâî

M =

n
⊕

k=1

Gk(Mk),

ãäå Gk �îïåðàòîðû, îïðåäåë¼ííûå �îðìóëîé (3.2). �àçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà M,

î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ðàçìåðíîñòåé ïîäïðîñòðàíñòâMk. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

äëÿ ëþáîãî íàáîðà �óíêöèé yk ∈ Mk, ãäå k = 1, 2, . . . , n, è ïîñòðîåííîé ïî íåìó �óíêöèè

y =
∑n

k=1Gk(yk) ∈ M ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

I[Tρ(λ)y, y] =
n
∑

k=1

αk+1
∫

αk

{

|y′|2 + λP · (y′y + yy′)
}

dx =

=

n
∑

k=1

1
∫

0

{

a−1
k |y′k|2 + dk · λP · (y′kyk + yky′k)

}

dx =

=

n
∑

k=1

a−1
k I[Tρ(akdk · λ)yk, yk] 6 −ε

n
∑

k=1

a−1
k ‖yk‖2H = −ε‖y‖2H.

Òåì ñàìûì ïîäïðîñòðàíñòâî M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(4.7) ∀y ∈ M I[Tρ(λ)y, y] 6 −ε‖y‖2H.
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Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ïîäïðîñòðàíñòâ Mk, ñêàçàííîå îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü

ëåâîãî íåðàâåíñòâà â ñîîòíîøåíèè (4.6)

Øàã 2. Ïóñòü M�ïîäïðîñòðàíñòâî â H, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè íåêîòîðîì ε > 0
óñëîâèþ (4.7). Ïóñòü òàêæå Mk, ãäå k = 1, 2, . . . , n, � ïîäïðîñòðàíñòâà â H,

óäîâëåòâîðÿþùèå ïðè íåêîòîðûõ εk > 0 óñëîâèÿì

(4.8) ∀y ∈ Mk I[Tρ(akdk · λ)y, y] 6 −εk‖y‖2H, k = 1, 2, . . . , n.

×åðåç M⊥
k â äàëüíåéøåì áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà â H âèäà

M⊥
k = {y ∈ H ∀z ∈ Mk I[Tρ(akdk · λ)z, y] = 0}, k = 1, 2, . . . , n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(4.9) dimM−
n
∑

k=1

dimMk > n− 1.

Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâî

M̃ =

n
⊕

k=1

Gk(M⊥
k )

èìååò â H êîðàçìåðíîñòü

∑n
k=1 dimMk+n−1, òî ïîäïðîñòðàíñòâî M∩M̃ íåòðèâèàëüíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêîé íàáîð �óíêöèé yk ∈ M⊥
k , ãäå k = 1, 2, . . . , n, ÷òî äëÿ

îòâå÷àþùåé åìó �óíêöèè y =
∑n

k=1Gk(yk) áóäóò ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

n
∑

k=1

a−1
k I[Tρ(akdk · λ)yk, yk] = I[Tρ(λ)y, y] < 0.

Òåì ñàìûì ïðè íåêîòîðîì m ∈ {1, 2, . . . , n} áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

I[Tρ(amdm · λ)ym, ym] < 0. Íî â ýòîì ñëó÷àå, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî,

ïîäïðîñòðàíñòâî

M′
m = Mm ⊕ Lin{ym}

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

∀y ∈ M′
m I[Tρ(amdm · λ)y, y] 6 −ε′m‖y‖2H

ïðè íåêîòîðîì ε′m > 0.
Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî, îòïðàâëÿÿñü îò íàáîðà ïîäïðîñòðàíñòâMk, ãäå k = 1, 2, . . . , n,

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (4.8) è (4.9), âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü íàáîð ïîäïðîñòðàíñòâ

M′
k, ãäå k = 1, 2, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðè íåêîòîðûõ ε′k > 0 óñëîâèÿì

∀y ∈ M′
k I[Tρ(akdk · λ)y, y] 6 −ε′k‖y‖2H, k = 1, 2, . . . , n,

à òàêæå óñëîâèþ

n
∑

k=1

dimM′
k >

n
∑

k=1

dimMk.

Îòñþäà àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ïðàâîãî íåðàâåíñòâà â ñîîòíîøåíèè (4.6).

Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �

Óòâåðæäåíèå ëåììû 4.1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå �îðìóëû (18) èç ðàáîòû [3℄.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2. Øàã 1. Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå íåïðåðûâíûå

�óíêöèè Λ±,ε âèäà

(4.10) ∀t ∈ R Λ±,ε(t) = e−Dνt/2 ε−1

t+ε
∫

t

indTρ

(

±eνζ
)

dζ.

Çäåñü ε�ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èç ëåììû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî èìåþò

ìåñòî íåðàâåíñòâà

(4.11) ∀t ∈ R

∣

∣

∣

∣

∣

Λ±,ε(t)−
∑

dk>0

(ak |dk|)D/2Λ±,ε(t− lk)−

−
∑

dk<0

(ak |dk|)D/2Λ∓,ε(t− lk)

∣

∣

∣

∣

∣

6 e−Dνt/2 · (n− 1),

ãäå ÷èñëà lk îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèåì (3.4). Êðîìå òîãî, ñ î÷åâèäíîñòüþ íàéäóòñÿ òàêèå

t0 ∈ R è ε0 > 0, ÷òî áóäóò ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

∀ε ∈ (0, ε0) ∀t 6 t0 Λ±,ε(t) = 0.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü òåîðåìû 2.1 è 2.2 ê �óíêöèÿì Λ̃±,ε âèäà

∀t ∈ R Λ̃±,ε(t) = Λ±,ε(t− t0),

íàõîäèì, ÷òî ïðè t → +∞ �óíêöèè Λ±,ε ðàâíîìåðíî ïî ε ∈ (0, ε0) ñòðåìÿòñÿ

ê íåïðåðûâíûì 1-ïåðèîäè÷åñêèì �óíêöèÿì s±,ε. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè

êîý��èöèåíòîâ dk èìåþòñÿ îòðèöàòåëüíûå, ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

∀ε ∈ (0, ε0) ∀t ∈ R s+,ε(t) = s−,ε(t).

Øàã 2. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå δ > 0. Çà�èêñèðóåì òàêæå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî

N , ÷òî e−DνN/2 < δ/4 è

(4.12) ∀ε ∈ (0, ε0) ∀t ∈ [N,N + 1) |Λ±,ε(t)− s±,ε(t)| < δ/4.

Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε1 ∈ (0, ε0) áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∀ε ∈ (0, ε1) ∀t ∈ [N,N + 1) |eDνt/2Λ±,ε(t)− indTρ(±eνt)| 6 1.

Îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

∀ε, ε′ ∈ (0, ε1) ∀t ∈ [N,N + 1) |Λ±,ε(t)− Λ±,ε′(t)| < δ/2,

îáúåäèíÿÿ êîòîðûå ñ íåðàâåíñòâàìè (4.12), óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâ

∀ε, ε′ ∈ (0, ε1) ∀t ∈ [N,N + 1) |s±,ε(t)− s±,ε′(t)| < δ.

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ε ց 0 �óíêöèè s±,ε ðàâíîìåðíî íà R ñõîäÿòñÿ ê

íåêîòîðûì 1-ïåðèîäè÷åñêèì �óíêöèÿì s±, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòèêè (4.4).

Ïðè ýòîì â ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè âåëè÷èí dk èìåþòñÿ îòðèöàòåëüíûå, ñïðàâåäëèâî

òîæäåñòâî (4.5). Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâûõ äâóõ óòâåðæäåíèé òåîðåìû äîêàçàíà.

Øàã 3. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü

å¼ óòâåðæäåíèÿ (3). Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ ñ �óíêöèåé s+ (ñëó÷àé ñ

�óíêöèåé s− ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Íà äàííîì øàãå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî âñå êîý��èöèåíòû dk íåîòðèöàòåëüíû.
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Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì y ∈ H ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî I[ρ, |y|2] > 0. Òîãäà, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ ïó÷êà Tρ, ïðè λ ≫ 0 áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî indTρ(λ) > 0. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 4.1, ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà Tρ íà ïîëîæèòåëüíîé

ïîëóïðÿìîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1 íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïó÷êà Tρ. Òîãäà

ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 íà ïîëóèíòåðâàëå t ∈ [lnλ1/ν, lnλ1/ν + 1 − ε) áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

Λ+,ε(t)−
∑

dk>0

(ak |dk|)D/2Λ+,ε(t− lk) > e−Dν/2 λ−1
1 .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 è ëåììå 4.1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ s+ äîëæíà ïîä÷èíÿòüñÿ

íåðàâåíñòâó

∀t ∈ R s+(t) >
e−Dν/2

Jλ1

,

ãäå ïîëîæåíî

(4.13) J =
∑

dk 6=0

lk (ak |dk|)D/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå �óíêöèÿ s+ ïîëîæèòåëüíà.

Øàã 4. Ïóñòü òåïåðü ñðåäè âåëè÷èí dk èìåþòñÿ îòðèöàòåëüíûå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1

íàèìåíüøóþ èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà Tρ. Òîãäà ïðè ëþáîì

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 íà ïîëóèíòåðâàëå t ∈ [lnλ1/ν, lnλ1/ν + 1 − ε) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ïî ìåíüøåé ìåðå îäíî èç äâóõ íåðàâåíñòâ

Λ±,ε(t)−
∑

dk>0

(ak |dk|)D/2Λ±,ε(t− lk)−
∑

dk<0

(ak |dk|)D/2Λ∓,ε(t− lk) > e−Dν/2 λ−1
1 .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 è ëåììå 4.1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ s+ äîëæíà ïîä÷èíÿòüñÿ

íåðàâåíñòâó

∀t ∈ R s+(t) >
e−Dν/2

2Jλ1
,

ãäå âåëè÷èíà J îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (4.13). Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå �óíêöèÿ s+ òàêæå ïîëîæèòåëüíà. Òåì ñàìûì òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû

ñïðàâåäëèâî.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �

5. Ïðèìåðû

5.1. Íåêîòîðûå êîíêðåòíûå âåñîâûå �óíêöèè. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç Pa,δ, ãäå

a ∈ (0, 1/2) è δ ∈ [0, 1/3), áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìàÿ ñàìîïîäîáíàÿ

�óíêöèÿ âèäà

n = 3, a1 = a2 = a, a2 = 1− 2a,

d1 = d3 = 1/2 + δ, d2 = −2δ, β1 = 0, β2 = 1/2 + δ, β3 = 1/2− δ.

Â ÷àñòíîñòè, P1/3,0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èçâåñòíóþ êàíòîðîâó ëåñòíèöó.

Êðîìå òîãî, ÷åðåç P̃a, ãäå a ∈ (0, 1/3), áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ �óíêöèÿ Pa,δ, äëÿ êîòîðîé

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà δ îïðåäåëåíî óñëîâèåì (2− 5a) δ = a/2.
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n λn n/λ
log6 2
n n λn n/λ

log6 2
n

1 1, 44 · 101 ± 1% 0,356 ± 0,001 11 2, 03 · 103 ± 1% 0,578 ± 0,001

2 3, 53 · 101 ± 1% 0,504 ± 0,001 12 2, 03 · 103 ± 1% 0,630 ± 0,001

3 1, 41 · 102 ± 1% 0,442 ± 0,001 13 2, 27 · 103 ± 1% 0,654 ± 0,001

4 1, 51 · 102 ± 1% 0,574 ± 0,001 14 2, 29 · 103 ± 1% 0,702 ± 0,001

5 3, 26 · 102 ± 1% 0,533 ± 0,001 15 5, 26 · 103 ± 1% 0,545 ± 0,001

6 3, 53 · 102 ± 1% 0,620 ± 0,001 16 5, 26 · 103 ± 1% 0,582 ± 0,001

7 8, 76 · 102 ± 1% 0,509 ± 0,001 17 9, 23 · 103 ± 1% 0,497 ± 0,001

8 8, 76 · 102 ± 1% 0,582 ± 0,001 18 9, 27 · 103 ± 1% 0,525 ± 0,001

9 1, 58 · 103 ± 1% 0,521 ± 0,001 19 9, 59 · 103 ± 1% 0,547 ± 0,001

10 1, 62 · 103 ± 1% 0,573 ± 0,001 20 9, 60 · 103 ± 1% 0,576 ± 0,001

Òàáëèöà 1. Îöåíêè ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñëó÷àÿ a = 1/3, δ = 0

✲

✻

0, 75

0, 5

1

0 10, 5

�èñ. 1. Îöåíêè �óíêöèè s+ äëÿ ñëó÷àÿ a = 1/3, δ = 0

Óòâåðæäåíèå 5.1. Ïóñòü Da åñòü ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê �óíêöèè P̃a. Òîãäà ïðè

a ր 1/3 ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà Da ր 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Da =
ln 9

ln(2− 5a)− ln a− ln(1− 2a)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà a ր 1/3, ïîëó÷àåì èñêîìîå óòâåðæäåíèå. �

5.2. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ

ðàñ÷¼òîâ äëÿ ïåðâûõ äâàäöàòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, âåñîâîé

�óíêöèåé â êîòîðîé âûñòóïàåò ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè P1/3,0. Äàííûå òàáëèöû ïîçâîëÿþò

ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùåå èç òåîðåìû 4.2 óòâåðæäåíèå λn ≍ nln 6/ ln 2
.
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Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (4.10) è (4.11), äëÿ �óíêöèè ρ = P ′
1/3,0 è ëþáîãî

ïîëîæèòåëüíîãî λ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ïó÷êà Tρ, ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ

(5.1) λ− log6 2 · (indTρ(λ)− 2) 6 s+(log6 λ) 6 λ− log6 2 · (indTρ(λ) + 2) .

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè ñîîòíîøåíèÿ äàííûå òàáëèöû 1, óñòàíàâëèâàåì ñïðàâåäëèâîñòü

íåðàâåíñòâ

s+(log6 λ14 + 0) > 0, 60, s+(log6 λ17 + 0) 6 0, 56.

Òåì ñàìûì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé âåñîâîé �óíêöèè ρ �óíêöèÿ s+ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.

�ðóáûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè äëÿ ãðà�èêà ýòîé �óíêöèè s+ ïðåäñòàâëåíû íà

ðèñóíêå 1.

�àññìîòðèì òàêæå �óíêöèþ P̂ , äëÿ êîòîðîé β2 = 2/5, à ïðî÷èå ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ

ñîâïàäàþò ñ òàêîâûìè äëÿ �óíêöèè P1/3,0. Âåñ ρ̂ = P̂ ′
ÿâëÿåòñÿ èíäå�èíèòíûì, íî ê íåìó

íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî óòâåðæäåíèå (2) òåîðåìû 4.2. �àñ÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî èìåþò

ìåñòî ðàâåíñòâà

indTρ̂(10000) = 19, indTρ̂(−10000) = 3.

Îäíàêî äëÿ �óíêöèè ρ = ρ̂ ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì λ, íå ïðèíàäëåæàùåì ñïåêòðó

Tρ, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (5.1), à ïðè ëþáîì îòðèöàòåëüíîì λ, íå ïðèíàäëåæàùåì

ñïåêòðó Tρ, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

|λ|− log6 2 · (indTρ(λ)− 2) 6 s−(log6 |λ|) 6 |λ|− log6 2 · (indTρ(λ) + 2) .

Ïîýòîìó èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

s+(log6 10000) > 0, 48, s−(log6 10000) 6 0, 15,

ïîêàçûâàþùèå, ÷òî òðåáîâàíèå íàëè÷èÿ îòðèöàòåëüíîãî dk ñóùåñòâåííî äëÿ

ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ (2) òåîðåìû 4.2.

Áëàãîäàðíîñòè: Àâòîðû áëàãîäàðÿò À. È. Íàçàðîâà è À. À. Øêàëèêîâà çà

îáñóæäåíèå ðàáîòû è öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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